Denkfallen vermeiden — am Beispiel des Umtauschproblems

STEFAN BARTZ, MECKEL

Zusammenfassung: Am Beispiel des sehr bekann-
ten Umtauschproblems (Falk 2008) werden typische
Denkfallen der Schulstochastik erldutert und gezeigt,
wie sie vermieden werden konnen. Gleichzeitig eignet
sich das Umtauschparadoxon besonders gut, um ein
tieferes Verstindnis im Umgang mit bedingten und
totalen Erwartungswerten zu vermitteln.

Das Umtauschproblem

Das Problem wird aus didaktischen Griinden in eine
Gameshow eingekleidet. Schiiler sollen sich die Si-
tuation so besser vorstellen konnen und Parallelen
zum Ziegenproblem erkennen.

Im Finale einer Gameshow sind hinter zwei Tiiren
Geldbetrige deponiert, hinter der einen doppelt so
viel wie hinter der anderen. Ich als Kandidat darf
eine Tiir offnen und den Betrag entnehmen. Danach
darf ich entscheiden, ob ich das Geld behalte oder

zur anderen Tiir wechsle.!
Was soll ich in solchen Situationen tun?
e immer wechseln?
e nie wechseln, da es nichts bringt?
e nur bei bestimmten Betrdgen wechseln?

Die hier gesuchte Gewinnerwartung des Immer-
Wechsel- bzw. des Nie-Wechsel-Ereignisses wird im
Folgenden mit E(W) bzw. E(W) bezeichnet.

Argumentation 1: E(W) = 1,25 B> B = E(W)

Angenommen ich finde hinter der ersten gewihlten
Tiir einen Betrag B = 100 €. Dann befinden sich hin-
ter der anderen entweder 200 € oder 50 € — jeweils
mit 50%-iger Wahrscheinlichkeit. D. h. beim Wech-
seln erhalte ich in 50 % der Falle 200 € und in 50 %
der Fille 50 €, im Schnitt also 125 €:

0,5-200€+0,5-50€=125¢€

Das ist mehr als die anfangs gefundenen 100 €, die
ich ohne Wechseln erhalte. Egal welchen Betrag B
ich zunichst finde, beim Verdoppeln von B kommt
immer mehr hinzu als beim Halbieren wegfallt:

0,5-2B+0,5-B2=1258B

Im Mittel bewirkt dies eine hohere Gewinnerwar-
tung. Ich sollte also auf jeden Fall immer wechseln.

Argumentation 2: E(W) = 1,5 B = E(W)

Es hat sich bei der 2. Entscheidung gegeniiber der
1. Entscheidung nichts geédndert. Ich kann auch hier
wieder Pech haben und den kleineren Betrag B erwi-
schen oder Gliick haben und die Tiir mit dem Betrag
2 B wihlen. Mit dem Wechseln zur anderen Tiir kann
ich meine Gewinnerwartung nicht steigern. Oder mit
anderen Worten: Setzte ich anfangs zufillig auf 2 B,
verliere ich durch Wechseln 1 B, setzte ich zufillig auf
B, gewinne ich 1 B hinzu. Im Schnitt hat das Wech-
seln keinen Vorteil gegeniiber dem Nicht-Wechseln.
Meine Gewinnerwartung betrigt immer 1,5 B:

05-2B+0,5-B=1,5B

Argumentation 3: E(W) = E(W)

Diese indirekte Argumentation widerspricht eben-
falls Argumentation 1 und stellt fest, dass eine Im-
mer-Wechsel-Strategie keine hohere Gewinnerwar-
tung als eine Nie-Wechsel-Strategie haben kann.
Denn wére Argumentation 1 richtig und wiirde ein
Wechsel meine Gewinnerwartung immer, unabhén-
gig vom anfinglich gefundenen Betrag, steigern,
dann miisste ich mir diesen ersten gewéhlten Betrag
gar nicht erst anschauen und konnte in Gedanken
direkt zur anderen Tiir wechseln. Bereits durch das
»gedankliche Wechseln* wiirde meine Gewinnerwar-
tung steigen. Mehr noch: Nach dem einmaligen ,,ge-
danklichen Wechsel*“ konnte ich Argument 1 erneut
auf den Betrag hinter der neuen Tiir anwenden und
miisste verniinftigerweise darauthin zuriickwechseln,
mit nochmals hoherer Gewinnerwartung. Es kime zu
der paradoxen Situation, dass permanentes ,,gedank-
liches Wechseln* die Gewinnerwartung immer wei-
ter steigern wiirde. Da dies nicht sein kann, miissen
E(W) und E(W) gleich groB sein.

Fragen

e Wo genau liegen Denkfehler in diesen Argu-
mentationen?

e Betrigt die Gewinnerwartung nun 1,25 B oder
1,5 B?

e Ist es tatsdchlich so, dass ,,gedankliches Wech-
seln“ nie zu einer hoheren Gewinnerwartung
fithren kann?

e Wie sollten solche Aufgaben im Schulunterricht
behandelt werden, damit derartige Unsicherhei-
ten moglichst vermieden werden?
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Denkfehler
Falsche Verwendung der Variablen B

Einer der Denkfehler ist relativ schnell gefunden,
wenn man sich fragt, wofiir die Variable B steht. In
Argumentation 2 meint man damit immer den klei-
neren der beiden deponierten Betrdge. In Argumen-
tationl versteht man darunter jedoch den nach dem
Offnen der 1. Tiir gefundenen Betrag; das kann der
kleinere, kann jedoch auch der groBere der beiden
deponierten Betrdge sein. Nennen wir diesen gefun-
denen Betrag im Weiteren also nicht mehr B, sondern
G. Die oben berechneten Erwartungswerte betragen
somit 1,25 G und 1,5 B.

Falsche Bezeichnung der Gewinnerwartung

Der zweite Denkfehler ergibt sich aus der Uberle-
gung, welche Gewinnerwartung denn genau in Ar-
gumentation 1 und 2 bestimmt werden soll. Einmal
geht es um die Gewinnerwartung, nachdem die erste
Tiir aufgemacht worden ist, und einmal um die Ge-
winnerwartung, bevor die 1. Tiir aufgemacht worden
ist. Die beiden Erwartungswerte beziehen sich also
auf unterschiedliche Stufen des Zufallsvorgangs (s.
Baumdiagramm unten). Folglich miissen auch hier
exaktere Bezeichnungen verwendet werden:

Statt E(W) genauer: E(W|G)=1,25G
und: E(W|{B;2B})=1,5B

Wir haben es also nicht — wie die urspriingliche
Schreibweise vermuten lasst — mit totalen, sondern
mit bedingten Erwartungswerten zu tun, die sich auf
unterschiedliche Stufen des Zufallsvorgangs bezie-
hen.

Randwerte nicht beachtet

In Argumentation 1 wird filschlicherweise behaup-
tet, dass die Gleichung

EWG)=05-G+2-G=125G

fiir alle moglichen gefundenen Betrige G gelte. Man
iibersieht jedoch, dass fiir den hochstmoglichen Ge-
winnbetrag (den maximalen Gewinn, den die Pro-
duzenten der Show bereit sind auszugeben) diese
Gleichung nicht gilt. Trifft man in der Gameshow auf
diesen Betrag G__, so ist die Wahrscheinlichkeit fiir
eine Verdopplung gleich 0 und ein Wechsel flihrt im-
mer zu einer Halbierung:

EWG _)=05G

Dieser relativ hohe Wechselverlust beim hochsten
Wert bewirkt, dass insgesamt die Gewinnerwartung
im Wechselfall nicht hoher ist als die im Nichtwech-

X

selfall. Argumentation 1 ist somit widerlegt und da-
mit auch das angesprochene Paradoxon des vorteil-
haften ,,gedanklichen Wechselns*.

Empfohlener Losungsweg

Losungen gemil Argumentation 1-3 sind fiir Schiiler
oft verwirrend und es bleiben Unsicherheiten zuriick.
Vielen bereitet es Schwierigkeiten selbst auf derarti-
ge Losungen zu kommen. Daher wird hier der Weg
iiber das vertraute Baumdiagramm empfohlen.

Damit die jeweiligen Erwartungswerte konkret be-
rechnet werden konnen, muss das Verfahren, mit dem
die Macher der Show die Hohe der zu verteilenden
Geldbetrdge bestimmen, bekannt sein. Es sei dazu
angenommen, dass sie die Betrdge mit Hilfe eines
Wiirfels ermitteln. Zeigt der Wiirfel die Augenzahl
a an, so werden die Betrdge 25 - 241 € und 25 - 2¢ €
hinter den beiden Tiiren deponiert. Bei a =1 also
{25 €; 50 €} und bei a = 6 {800 €; 1600 €}.

Das zugehorige Baumdiagramm fiir den Wechselfall
sieht dann wie folgt aus (fiir den Nichtwechselfall
muss lediglich die letzte Stufe ausgeblendet wer-
den):

gewihlte andere
Tir Tir
0.5_1600—— 800
800:1600 | |

800 1600

800 ——— 400

400 —— 800

400 —— 200

200 —— 400

200 —— 100

100 —— 200

100 —— 50

50 —— 100

50 —— 25

03~ 25 —— 50

Damit lassen sich die totalen Gewinnerwartungen
leicht bestimmen. Und man erkennt schnell, dass die
Immer-Wechsel-Strategie der Nie-Wechsel-Strategie
zu gleichen Werten fiihrt:
E(W) = P(25) - 25 + P(50) - 50 + ... + P(800) - 800 +
P(1600) - 1600
- L
12
=393,75 € = EOW)

L

2 2
'25+ﬁ'50+"'+ﬁ'800+12

- 1600

26



Will man zusétzlich die bedingten Erwartungswerte
aus Argumentation 1 berechnen und priifen, ob diese
(ausgenommen der Randbetrige) tatsdchlich 1,25 G
betragen, benétigt man fiir z. B. G =100 € die be-
dingten Wahrscheinlichkeiten, dass man letztendlich
200 € bzw. 50 € gewinnt, falls zunéchst 100 € gefun-
den wurden:

E(W]100) = P(200/100) - 200 + P(50[100) - 50

~ P(200n100) P(50N100)
=~ P(100) P(100)
112 1/12

=271 200+ 57530

=0,5-200+0,5-50
=125€=125-100€ v

Bemerkung: Die totale Gewinnerwartung hétte
auch mit Hilfe der bedingten berechnet werden
konnen (Satz des totalen Erwartungswerts):

E(W) =2 E(WIB) - P(B)

= E(W25) - P(25) + ...+ E(W|1600) - P(1600)

_ 2 L2 L
=50" 12+625 +125- 5+ W

12 ..+ 800 -

=393,75 €

Will man auch die bedingten Erwartungswerte aus
Argumentation 2 berechnen und priifen, ob sie 1,5 B
betragen, rechnet man analog:

E(W]{25; 50}) = P(25|{25; 50}) - 25 + P(50|{25; 50}) - 50
=0,5-1-25+0,5-1-50
=375€=15"25€ v

Fazit: Egal wie argumentiert wird, ob mit der totalen
Gewinnerwartung oder mit einer der beiden beding-
ten Gewinnerwartungen: Die Immer-Wechsel-Strate-
gie ist der Nie-Wechsel-Strategie nicht iiberlegen.

Bemerkung: Gleichwohl kann eine Manchmal-
Wechsel-Strategie zur hoheren Gewinnerwartung
fiihren. Macht man die Wechselentscheidung vom
vorgefundenen Betrag abhéngig und wechselt z. B.
ab 500 € nie und davor immer (weil man etwa ver-
mutet, dass die Produzenten nicht mehr als 500 €
einsetzen, oder weil man mit 500 € bereits so zu-
frieden ist, dass man das Wechselrisiko nicht mehr
in Kauf nehmen will), so ldsst sich die Gewinner-
wartung steigern:

E(W, nur falls G < 500) ===

3
1—'80 +

5+ (50 + 100 +200) +
—2 - (25 + 1600 + 400) = 427,08 €

Rettungsversuch des Paradoxons
Hochster Betrag verdoppelbar

Nachdem die Denkfehler aufgeklart sind und die
Aufgabe anschaulich geldst worden ist, kann man
weiter fragen, ob die Show nicht so abgeéndert wer-
den kann, dass auch fiir den hdchstmdglichen Betrag
die Gewinnerwartung im Wechselfall steigt und so
insgesamt eine Immer-Wechsel-Strategie doch noch
vorteilhaft wird.

Eine Variation der Show konnte z. B. so aussehen,
dass, nachdem der Kandidat eine Tiir gedftnet hat,
der Betrag hinter der anderen Tiir durch Mitarbeiter
der Show so verdndert wird, dass dort entweder die
Hilfte oder das Doppelte des zuvor gefundenen Be-
trages liegt (ermittelt durch Miinzwurf). Danach darf
der Kandidat wieder entscheiden, ob er das urspriing-
lich gefundene Geld behélt oder zum anderen (evtl.
verdnderten) Betrag wechselt.

gewihlte andere
Tiir Tir

0.5 1600<§§8°
800 <}f°°
800 <}f°°
400 <§gg
400 <§gg
200 <‘1‘00
200 %‘1‘00
100 <200
100 <200

Argumentation 1 gilt nun fiir alle gefundenen Betrage
G, also E(W|G) = 1,25 G. Wenn bei allen moglichen
gefundenen Betrdgen die bedingte Gewinnerwartung
im Wechselfall um 25 % zunimmt, muss dies fiir die
totale auch gelten. Die Immer-Wechsel-Strategie
bringt somit eine 25%-ige Steigerung der totalen Ge-
winnerwartung mit sich:

E(W)zﬁ.12,5+22—4-25+23—4-5o+...+ﬁ~3200
~492,19€

EOD =525+ 550+ 2100+ ... + 15 1600
=39375€
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Auch Argumentation 2 liefert diesen 25%igen Zu-
wachs. Angenommen vor meiner Wahl sind hinter
den Tiiren die Betrdge B und 2 B deponiert. Die ent-
sprechenden bedingten Gewinnerwartungen ergeben
sich dann mit:

E(W|{B;2B))=025-(4B+B+2B+0,58)= 18758
E(W|{B;2B})=05-B+0,5-2B=1,58

Auch wenn der Vorteil des Wechselns fiir alle Betré-
ge nun sichergestellt ist und bei diesem neuen Spiel
die Immer-Wechsel-Strategie tiberlegen ist, so wurde
gleichzeitig die Moglichkeit des vorteilhaften ,,ge-
danklichen Wechselns® zerstort. Er ist nicht mehr
moglich, da Mitarbeiter nach der ersten Tiirwahl
— abhéngig vom gefundenen Betrag — in den Spiel-
ablauf eingreifen miissen. Unternehmen wir einen
weiteren Rettungsversuch.

Kein hochster Betrag

Kehren wir zur urspriinglichen Gameshow zurtick,
gehen aber jetzt von der (realitdtsfernen und nur the-
oretisch interessanten) Vorstellung aus, dass es kei-
nen hochstmoglichen Betrag gibt, dass die vorhande-
ne Geldmenge also nicht begrenzt sei. Wir gehen also
davon aus, dass die Macher der Show nach einem
bestimmten Zufallsverfahren handeln, bei dem auch
extrem hohe Betrdge mit einer gewissen Wahrschein-
lichkeit ausgelost werden kdnnen und hinter den Tii-
ren deponiert werden. Ohne einen hochsten Betrag
miissten folglich die bedingten Gewinnerwartungen
E(W|G) fir alle moglichen gefundenen Betrige G
im Wechselfall steigen. Und die paradoxe Idee des
gewinnbringenden ,,gedanklichen Wechselns® wire
gerettet.

Der Zufallsversuch, nach dem die Produzenten dann
handeln miissten, miisste sicherstellen, dass unend-
lich viele Geldpaare {B;2 B} mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit p, zum Einsatz kimen. Diese p,
missten nicht alle gleichgroB3 sein (im obigen Be-
spiel betrug diese Wahrscheinlichkeit immer 1/6).
Es geniigte, wenn die Bedingung p,>0,5-p,, fiir
alle moglichen Paare {B; 2 B} sichergestellt wére (s.
Kasten unten).

Auch wenn es Verteilungen gibt, bei denen diese Be-
dingung fiir alle méglichen (unendlich vielen und be-
liebig groBen) Geldpaare erfiillt ist, so besitzen diese
Verteilungen keine endlich grolen Erwartungswer-
te. Der Erwartungswert ist somit nicht definiert und
der Zusammenhang E(W|G) > E(W|G) aus formalen
Griinden nicht mehr gewiahrleistet. Folglich entsteht
selbst im theoretischen Fall der unbegrenzt zur Ver-
fiigung stehen Geldmenge kein Widerspruch?.

Verteilungsbedingung, damit Wechseln immer
vorteilhaft ist: Angenommen, die Show-Macher
wiirden die Geldbetrdge {B;2 B} mit der Wahr-
scheinlichkeit p, und {B/2; B} mit der Wahr-
scheinlichkeit p,, hinter den Tiiren verstecken.
Eine Immer-Wechsel-Strategie wére dann vorteil-
haft, wenn fiir alle moglichen gefundenen Betrige
G gilt:
E(W|G) > E(W|G)
& P({G;2 G}|G) -2 G+ P({G/2; G}|G) - GI2> G
P({G;2 GING)
P(G)

pB-O,S
=
pB : 0’5 +p3/2 : 075

, PUGI2: GYNG)
P(G)
pB/2 ) 0’5
pB : 075 +p3/2 : 0,5

-0,5>1

-2+ -0,5>1

Pyt 025py,
pB : 035 +pB/2 : 035

=4

< Pyt 0.25p,,>0.5p, + 0.5p,,

S pp> 0.5 py,

Fazit

e Es gibt Entscheidungsspiele, bei denen eine
Wechsel-Strategie keinen Vorteil bringt, und
es gibt Spiele, bei denen eine Manchmal- oder
sogar eine Immer-Wechsel-Strategie vorteilhaft
sind. Um solche Spiele zu realisieren, muss je-
doch zwischendurch — also vor der moglichen
Wechselentscheidung — in den Spielverlauf ein-
gegriffen werden. Dies kann z. B. geschehen,
indem vorher unbekannte Informationen preis-
gegeben werden (z. B. beim Umtauschprob-
lem oder beim Ziegenproblem) oder indem die
Gewinnbetrdge verdndert werden (bei obiger
Variante des Umtauschproblems). Solche not-
wendigen Eingriffe schlieBen aus, dass durch
»gedankliches Wechseln® Gewinnerwartungen
gesteigert werden konnen.

e Ein vierter Denkfehler wurde im Artikel nicht
angesprochen. In Argumentation 2 wird behaup-
tet, dass sich bei der Wechselentscheidung ge-
geniiber der 1. Entscheidung nichts verdndert
habe. Dem ist jedoch nicht so. Man kennt bei der
Wechselentscheidung die Hohe des gefundenen
Betrags G. Genau diese zusétzliche Information
ist dafiir verantwortlich, dass eine Manchmal-
Wechsel-Strategie vorteilhaft werden kann (Hu-
menberger 2009°).

e Das Umtauschparadoxon ,,lebt* davon,

— dass nicht erkannt wird, dass es sich bei Ar-
gumentation 1 und 2 um bedingte und keine
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totalen Gewinnerwartungen handelt und dass
sich beide Gewinnerwartungen auf unter-
schiedliche Stufen des Vorgangs beziehen.

— dass nicht erkannt wird, dass es einen obers-
ten Betrag geben muss und dass die bedingte
Gewinnerwartung von 1,25 G fiir diesen Be-
trag nicht gilt.

Alle Denkfallen lassen sich durch die Anfertigung
eines Baumdiagramms vermeiden und aufdecken.
Durch das Baumdiagramm muss der betrachtete Zu-
fallsvorgang systematisch in einzelne Schritte zerlegt
werden und es entsteht ein vollstindiger Uberblick
iiber alle moglichen Ausginge — bereits das verrin-
gert die Unsicherheit deutlich. Hinzu kommt, dass be-
dingte Wahrscheinlichkeiten direkt abgelesen werden
konnen und ersichtlich wird, auf welches Vorereignis
sie sich jeweils beziehen. Bedingte Wahrscheinlich-
keiten werden so weniger leicht fehlinterpretiert — die
Ursache vieler Trugschliisse.

Baumdiagramme spielen eine Schliisselrolle beim
sicheren Losen von Wahrscheinlichkeitsproblemen;
nicht nur bei bedingten Wahrscheinlichkeiten son-
dern in der gesamten Schulstochastik, bis hin zu den
Themen Testen und Schdtzen von Wahrscheinlichkei-
ten (Bartz 2008). Es ist zu wiinschen, dass das Poten-
tial der Baumdiagramme in der Didaktik noch starker
als bisher genutzt wird.

Anmerkungen

1 Grams T.: www2.hs-fulda.de/~grams/dnkfln.htm. Die
Formulierung des Problems wurde von dieser sehr le-
senswerten Website ibernommen, die eine Sammlung
stochastischer Denkfallen und Paradoxa enthilt.

2 http://de.wikipedia.org/wiki/Umtauschparadoxon
In diesem interessanten und umfassenden Aufsatz
wird vor allem darauf eingegangen, wie mit Hilfe von
geeigneten Zufallszahlen oder mit vorher festgelegten
Werten eine geschickte Manchmal-Wechsel-Strategie
realisiert werden kann.
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